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Interagées da linguagem e da matematica: Cesaro — como somatoria para certas séries divergentes

RESUMO: A matematica tem sua linguagem especial, incluindo gramatica e simbolos
compartilhados por matematicos universalmente, independentemente de sua lingua materna.
Como a matematica € a mesma em todo o mundo, ela pode servir como uma linguagem global.
A ideia de atribuir certos valores finitos especificos a determinadas séries divergentes ¢
chamada de Soma de Cesaro. Este artigo tenta analisar a interacdo entre matematica e
linguagem, considerando Cesaro — como soma para certas séries divergentes. Para atingir esse
objetivo, polindomios eulerianos sdo utilizados. Além disso, um novo método de determinagao
de valores de soma de Cesaro integrando fungdes geradoras particulares ¢ definido sobre os
intervalos fechados e limitados para uma série de poténcia infinita geral cujos coeficientes sao
milésimas poténcias de nimeros naturais. As respostas obtidas fornecem novos insights sobre
a compreensao do processo de soma de Cesaro e oferecem uma grande generalizacdo e também
revelam a misteriosa interagao da matematica e da linguagem.

PALAVRAS-CHAVE: Linguagem. Matematica. Polindmios eulerianos. Relagcdo de
recorréncia. Cesaro — como soma.

RESUMEN: Las matematicas tienen su lenguaje especial, que incluye la gramatica y los
simbolos compartidos por los matematicos universalmente, independientemente de su lengua
materna. Como las matematicas son las mismas en todo el mundo, pueden servir como un
lenguaje global. La idea de asignar ciertos valores finitos especificos a ciertas series
divergentes se llama Cesaro Sum. Este articulo trata de analizar la interaccion entre
matemadatica y lenguaje, considerando a Cesaro — como suma de ciertas series divergentes. Para
lograr este objetivo, se utilizan polinomios eulerianos. Ademas, se define un nuevo método para
determinar los valores de la suma de Cesaro integrando funciones generadoras particulares
sobre los intervalos cerrados y acotados para una serie general de potencias infinitas cuyos
coeficientes son m-ésimas potencias de numeros naturales. Las respuestas obtenidas brindan
nuevos conocimientos para comprender el proceso de suma de Cesaro y ofrecen una gran
generalizacion y también revelan la misteriosa interaccion de las matematicas y el lenguaje.

PALABRAS CLAVE: Lenguaje. Matematicas. Polinomios eulerianos. Relacion de
recurrencia. Cesaro — como suma.

ABSTRACT: Mathematics has its special language including grammar and symbols shared by
Mathematicians universally, regardless of their mother tongue. Since mathematics is the same
all across the globe, math can serve as a global language. The idea of assigning certain specific
finite values to given divergent series is called Cesaro Summation. This paper attempts to
analyze the interaction between mathematics and language, considering Cesaro — like
summation for certain divergent series. To meet that aim, Eulerian polynomials are utilized.
Also, a novel method of determining Cesaro — Like summation values by integrating particular
generating functions is defined over the closed and bounded intervals for a general infinite
power series whose coefficients are mth powers of natural numbers. The answers obtained
provide new insights into understanding the Cesaro — Like summation process and offer a great
deal of generalization and also reveal the mysterious interaction of mathematics and language.

KEYWORDS': Language. Mathematics. Eulerian polynomials. Recurrence relation. Cesaro —
like summation.
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A linguagem matematica ¢ considerada uma grande extensao da linguagem natural
utilizada na ciéncia e na matematica para expressar resultados com precisao, concisao e sem
ambiguidade. (RIMM-KAUFMAN et al., 2015; HOFMANN; MERCER, 2016; PURPURA;
REID, 2016).

A linguagem e a matematica ndo parecem ser disciplinas tdo separadas quanto se pode
imaginar. A matematica tem sua notagao ou linguagem peculiar, incluindo simbolos exclusivos
da matematica, como o simbolo ‘=" (LEHRL et al., 2020; PURPURA; REID, 2016; MARTIN;
RIMM-KAUFMAN, 2015).

O conceito de atribuir certos valores para séries divergentes infinitas foi atribuido ao
matematico italiano Ernesto Cesaro (BLUMS et al., 2017, ULATOWSKI et al., 2016;
GENLOTT; GRONLUND, 2016). A soma de Cesaro discute sobre o limite da sequéncia de
somas parciais de uma dada série (LEYVA et al., 2015). Desde que essa ideia surgiu, varios
matematicos a generalizaram de varias formas (REDISH; KUO, 2015; PENG et al., 2020).
Neste artigo, determinarei a soma de Cesaro para duas séries divergentes infinitas especificas
relacionadas a soma de poténcias usando fungdes geradoras adequadas. Encontramos
polindmios eulerianos para realizar tal tarefa. Alguns graficos sdo exibidos para verificar os

resultados obtidos.

Os polindmios eulerianos sao uma classe de polindmios cujos coeficientes ocorrem na
contagem do numero de permutagdes com descidas particulares. Os primeiros polindmios
eulerianos sdo dados por
E,(x)=LE (x)=1+x,E,(x)=1+4x +x*,E,(x)=1+11x +11x°* +x°,

E, (x)=1+26x +66x > +26x° +x* E (x)=1+57x +302x > +302x > +57x * +x 5}
(1)

Notamos que os coeficientes dos polindomios eulerianos, chamados de numeros
eulerianos, sdo simétricos e, portanto, E (—1)=0 sempre que n ¢ um niimero inteiro positivo

impar.
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Primeiro, notamos as seguintes fungdes geradoras de séries infinitas cujos coeficientes
estao relacionados a m-€simas poténcias de numeros naturais.
Se m ¢ um inteiro positivo, suponhamos que
S, (x)=1"+2"x +3"x 24+ 4" x 5" x
(2)

Para qualquer nimero real x, notamos de (2), que S, (x) é uma série de poténcias infinita

em x que ¢ divergente para todo x tal que |x| >1. Além disso, os coeficientes de S, (x) sdo m-

¢simas poténcias dos nimeros naturais.

De (1) e (2), obtemos as seguintes equagdes:

Es) L e 43x p 4t 45t =8 ()
(—x) (-x)
El(x) B 1+x

T = 3=1+22x +37x 2+ 4250 +5x =8, (x)
1-x) (I-x)

E,(x) 1+4x +x°
(1-x)*  (1-x)
E,x) 1+1lx +11x % +x°

=1+2°x +Fx+4x° +5x + =5, (x)

=1+2% +3'x 2 +4'x + 5% =5, (x)

(I-x) (I-x)’
2 3 4
(1::4(;;))6 _ 1+26x +?16x J)r626x X 1405y +3 x4+ x4 5 =8 (x)
—x -X

3)

Em geral, para qualquer inteiro positivo m, temos

E
Lpa*) =1"+2"x +3"x?+4"x°+5"x +..=8  (x)

1

(1 _x )m+
4

. E (%) ~ (o
Assim —#=—— se comporta como as fung¢des geradoras para cada m para a série de
-X)
poténcia S, (x).
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O Cesaro — como somatoria para a série de poder S, (x) em x = k ¢é definido como
° (*x)
(CLY(1" +2"k +3" k> +4" k> +5"k* +--) = (CL)(S,, (k)) = j = £, l)mﬂ
x=—k
(5)

onde k ¢ qualquer ntimero real positivo. Aqui CL refere-se a Cesaro — Como processo de soma.

Provamos agora um teorema relacionado a encontrar Cesaro — Como soma para a série

de poténcias S, (x).

Teorema 1
O Cesaro — Como a soma das séries de poténcias
S (X)=1"+2"x+3"x>+4"x+5"x*+--- para m>2 em x = k ¢é dado por
kE (k)
CL)(S, (k))=—2r2—= 6
(CL)(S, (k) G+ (6)

onde E, ,(—k) sdo polindmios eulerianos avaliados em x=—k e k ¢ qualquer nimero real

positivo.
0
E, (x)
Prova: Usando (6), obtemos (CL)(Sm (k)) = _[ de
x=—k -
Notamos que a funcao 0 lgmzl ¢ continua em [k, 0], portanto, a integral definida
acima existe. Sabemos que os polindmios eulerianos satisfazem a relagao de recorréncia
E,(x)=x(1-x)E, (x)+(mx +DE,_(x) (7
Agora usando (7) e a formula de Integracdo por partes, obtemos
0
() [x(1-X)E,_,(x)+(m=Dx+1E,_ 2(X)]
CL)(S (k)= | —=1—=d
( NADKLO W XL =
I ‘xEm Z(x) I [((m 1)x+1)Em Z(X)]
, (1=x)" o (1-x)""
K x ] 5 (x)} . I (RS0 EARTC Wy S (G VESEVAE))
(1-x)" (1-x) vk (1-x)
_ kEmfz (_k)
(k1)
8)
Isso completa a prova.
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Corolario

Se m € um inteiro positivo, entao (CL)(S - (1)) =0

Prova: Usando (1-8) obtemos

¢ E, kE,, (~k E,, (-1
(CL)(SZmH(l)) = J. %dx :|: (k+1)(2m+l)}k_l = 22m(+1 ) = 0

x=-1

)

Isso completa a prova.

De (9), notamos que

CLYP+2°+3 +4 +5 +-)=0,(CLYP’ +2° +3 +4 +5 +--) =0, (10)
CLYA +2"+3"+4" +5 +..)=0,(CL)1° +2° +3° +4° +5 +--) =0,...

Resultados e discussao

Nesta secdo, tentamos verificar os resultados obtidos na se¢ao 4 usando graficos de

fungdes geradoras de S, (x)em x = &, onde k é um nimero real positivo.

0 0
1+ 1
Figura 1: _[ —)C3dx=IS2(x)dx=—
Y (1-x) e 4
4
//
Fonte: Elaborado pelo autor
Se considerarmos o intervalo [-1, 0] entdo com k£ = 1, m = 2 obtemos

0
(CL)(S,(1))=(CL)(1* +2* +3% +4> +5% +..-) = _[ S, (x)dx = E02(2—1) = % Isso verifica o

x=-1

calculo mostrado na Figura 1.
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¢ l+x . 2
Figura 2: J—3dx= ISz(x)dx=—
,Z(I_x) ) 9

Il

BEC o

7

Fonte: Elaborado pelo autor

Se considerarmos o intervalo [-2, 0] entdo com k£ = 2, m = 2 obtemos

’ 2E,(-2) 2
(CL)(S,(2)) = (CLY(I* +2° x2+3 x 2" + 47 x 2’ +5" x2* +..) = | S2(x)dx:°—2:§.
x=-2
Isso verifica o calculo mostrado na Figura 2.
0 2 0
1+4
Figura 3: J.L-:xdx = I S,(x)dx =0
_1 (1 - X) —1
| \
Ty
Fonte: Elaborado pelo autor
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Se considerarmos o intervalo [-1, 0] entdo com k£ = 1, m = 3 obtemos

0
(CLY(S;()=(CL)P* +2° +3* +4* +5° +..) = J. S, (x)dx =% =0. Isso verifica o calculo

x=-1

mostrado na Figura 3.

0 2 0
1+4 2

Figura 4: IL-F:Cdx = j S;(x)dx =——
2 (l—X) ) 27

2 \

N

Fonte: Elaborado pelo autor

Se considerarmos o intervalo [-2, 0] entdo com k£ = 2, m = 3 obtemos
0
(CL)(8,(D)) = (CL)(F +2°x 243 x 2" +4x2° 452 +-) = | 53(x)dx=%(3‘2)=_%.
x=-2
Isso verifica o calculo mostrado na Figura 4.
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0
dx = IS4(x)dx = —%
-1

I+11x+11x* +x°
(1-x)°

Figura 5: _T

-1

//
Fonte: Elaborado pelo autor
Se considerarmos o intervalo [-1, 0] entdo com k£ = 1, m = 4 obtemos
0
(CL)(S4(1)) =(CL)A* +2* +3* +4* +5' +..) = I S, (x)dx = E22(4_1) = —%. Isso verifica o
x=—1

calculo mostrado na Figura 5.

0 2 3
Figura 6: J‘1+11x+11x +Xx

S (1=xy

T 2
dx=|S,(x)dx=—-—
o 27

A

Fonte: Elaborado pelo autor
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Se considerarmos o intervalo [-2, 0] entdo com k£ = 2, m = 4 obtemos
0
(CL)(S,(2))= (CLY(1* +2* x24+3* x 22 +4* x 2> +5* x2* +..) = I S, (x)dx =%: —%

x=-2

Isso verifica o calculo mostrado na Figura 6.

14+26x+66x* +26x° + x*
(1-x)°

Figura 7: jl

-1

0
dx = ISS(x)dx =0
-1

-1 i 4

Fonte: Elaborado pelo autor

Se considerarmos o intervalo [-1, 0] entdo com k£ = 1, m = 5 obtemos

0
(CL)(Ss(1) = (CLY(I°+27+3° +4°+5° +-) = [ S (x)dx =%5_1):0. Isso verifica o

x=-1

calculo mostrado na Figura 7.

0 2 3 4
Figura 8: J-1+26x+?161cx-)|-626x +Xx

-2

10
81

dx = ]).Ss(x)dx =

1’\ 3 4 5
\

Fonte: Elaborado pelo autor
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Se considerarmos o intervalo [-2, 0] entdo com k£ = 2, m = 5 obtemos

0
(CL)(8,(2)) = (CLY(I +2°x 243 x 2} +4°x 2 +5°x2" 1) = | Ss(x)dxz%(sz)=g.

x=-2

Isso verifica o calculo mostrado na Figura 8.

0 2 3 4
Figura 9: J-1+26x+?16icx;r626x +Xx

-3

0
30
dx = :[Ss(x)dx:E

T

-1 1 4

Fonte: Elaborado pelo autor

Se considerarmos o intervalo [-3, 0] entdo com k£ = 3, m = 5 obtemos
¢ 3E,(-3) 30
(CL)(85(3))=(CL)I* +2°x3+3 x3* + 4’ x3* +5° x3" +..) = j Ss(x)dx=34—5=E.
x=-3
Isso verifica o calculo mostrado na Figura 9.
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1

1 2 2 2 3 4 5 0
+57x+302x" +302x” +57x" +x dx:_[Ss(x)dx:Z
-1

(1-x)’

0
Figura 10: I
-1

Fonte: Elaborado pelo autor

Se considerarmos o intervalo [-1, 0] entdo com k£ = 1, m = 6 obtemos
0
(CL)(S;(D)) =(CLY1°+2°+3° +4° +5° +--) = I S6(x)a’x=E“§6 1):% Isso verifica o

x=—1

calculo mostrado na Figura 10.

0 2 3 4 5 0
. 1+57x+302x" +302x” +57x" + x 14
Figura 11: I = dx = I Sy (X)dx =—
b (1-x) e 243
7 B e e PR 0
Fonte: Elaborado pelo autor
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Se considerarmos o intervalo [-2, 0] entdo com k = 2, m = 6 obtemos
0
(CL)(S4(2)) =(CL)(1° +2°x2+3°x2* +4°x2° +5°x2* +..) = I S, (x)dx = 2E“3(6_2) = 21;3 .
x=-2
Isso verifica o célculo mostrado na Figura 11.
0 2 3 4,5 0
Figura 12: I 1+57x+302x +303x +57x" +x dy = ISs(x)dx _ _ﬁ
’ (1-x) ° 512

Fonte: Elaborado pelo autor

Se considerarmos o intervalo [-3, 0] entdo com k£ = 3, m = 6 obtemos
0
(CL)(S,(3)) = (CLYI® +2° %343 x 3 +4 %3 45°x3 4 ) = [ S (x)ddx = 3E2(6_3) __ 53192

x=-3

Isso verifica o calculo mostrado na Figura 12.

Considerando a ideia de Cesaro — Como soma para uma determinada série de poténcias

S (x), obtive uma boa expressdo fechada para computar (CL)(Sm (k)) para qualquer numero

real positivo k. A resposta dada pelo Teorema 1 deste trabalho ¢ uma expressao racional obtida
em fun¢do de k. Assim, escolhendo valores positivos de conveniéncia de &, por meio dessa
expressdo racional, podemos gerar quantos valores de somatorio Cesaro — Como soma de
valores que desejamos

Curiosamente, para o processo de soma descrito neste artigo, notamos que Cesaro —

Como soma valores de soma de poténcias impares de nimeros naturais sdo sempre zero. Doze
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figuras foram exibidas usando o software on-line gratuito Desmos para calcular integrais
definidas para verificar a formula obtida no teorema 1. Portanto, as ideias apresentadas neste
artigo nos fornecem o caminho para obter varios valores de soma de Cesaro — como somatoria
de valores para cada k positivo e para positivo inteiro m tal que m > 2. Podemos generalizar a
forma como definimos o Cesaro — como somatoria em si e tentar obter outros resultados

interessantes.
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