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Especificidades de los conocimientos interpretativos y las tareas formativas del docente como elementos para prdcticas creativas y
matematicamente innovadoras

RESUMEN: En el contexto de la formacion docente con un enfoque en las especificidades del
conocimiento especializado del docente, se evidencia la necesidad de una formacién innovadora y
cientificamente sustentada para desarrollar investigaciones con enfoques replicables que se centren
en las dimensiones fundamentales para mejorar la calidad de las discusiones y el aprendizaje
matematico de los estudiantes. Considerando las especificidades de la practica profesional docente
que posibilitan la comprension de los estudiantes, a partir de los conocimientos que poseen, se
requiere un conocimiento especializado que permita escuchar el pensamiento matematico de los
estudiantes — llamado Conocimiento Interpretativo — y este conocimiento no se desarrolla en la
practica del aula, requiriendo contextos formativos con este proposito. En este articulo, discutimos
la innovacién asociada a los enfoques tedricos y metodologicos de la investigacion, la
conceptualizacion de las Tareas para la Formacion Especializada (en el ambito de las
Transformaciones Geométricas Isométricas) y el enfoque metodoldgico asociado a su
implementacion en contextos que entrelazan la formacion y la investigacion.

PALABRAS CLAVE: Conocimientos interpretativos. Tareas para la formacion. Transformaciones
geométricas isométricas.

RESUMO: No contexto da formagdo de professores com foco nas especificidades do conhecimento
especializado do professor, é evidente a necessidade de uma formagdo inovadora e,
cientificamente, sustentada para desenvolver pesquisas com abordagens replicaveis que foquem as
dimensoes fundamentais para melhorar a qualidade das discussées e das aprendizagens
matematicas dos alunos. Considerando as especificidades da pratica profissional do professor que
possibilitam o entendimento dos alunos, a partir do conhecimento que possuem, é requerido um
conhecimento especializado que permita escutar o Pensar matematico dos alunos — denominado
Conhecimento Interpretativo — e esse conhecimento ndo se desenvolve na pratica de sala de aula,
requerendo contextos formativos com esse fito. Neste artigo, discutimos inovagdo associada as
abordagens teoricas e metodologicas de pesquisa, a conceitualizagdo das Tarefas para a
Formacgdo especializada (no ambito das Transformagoes Geométricas Isométricas) e a abordagem
metodologica associada a sua implementagdo em contextos imbricando formagdo e pesquisa.

PALAVRAS-CHAVE: Conhecimento Interpretativo. Tarefas para a Formagdo. Transformagoes
Geométricas Isométricas.

ABSTRACT: In the context of teacher education focusing on the specificities of teachers’
specialized knowledge, it’s evident the need for innovative and scientifically supported proposals
for research with replicable approaches focusing on the foundational dimensions to improve the
quality of discussions and students’ mathematical learning. Considering the specificities of
teacher's practices that enable students to understand, in order to be able to assume has a starting
point the students’ knowledge, a specialized knowledge that allows listening to students’
mathematical thinking is required — called Interpretive Knowledge. This specialized knowledge is
not developed during practice, requiring teacher education contexts with such a purpose. In this
paper, we discuss innovation associated with theoretical and methodological research approaches,
the conceptualization of Tasks for Teacher Education (within the scope of Isometric Geometric
Transformations) and the methodological approach associated with its implementation in contexts
intertwining teacher education and research.

KEYWORDS: Interpretive Knowledge. Tasks for Teacher Education. Isometric Geometric
Transformations.
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Introduccion

Pensar y hacer innovacién, en términos de resultados o procesos, tiene que estar
asociado con hacer algo que atn no se ha hecho, hacerlo de manera diferente a lo habitual, o
ambas cosas. En el contexto de la Educacion Matematica, que busca mejorar los resultados de
los estudiantes en matematicas, la innovacion no puede ser entendida como cambiar los
enfoques pedagdgicos y continuar en el mismo espacio de discusion matematica, sino que exige
considerar como prioridad cambiar las formas de pensar y desarrollar el conocimiento
matematico de los estudiantes. Esta innovacion requiere de una practica profesional
especializada y matematicamente innovadora.

La practica del profesor de matematicas se basa en tareas, preparandolas e
implementandolas con los alumnos (Mason; Johnston-Wilder, 2006). Sin embargo, cada tipo
de tarea (Ponte, 2005) estd asociada a objetivos diferentes y a una determinada forma de
entender el papel del profesor y de los alumnos (Stein et al., 2000; Watson; Sullivan, 2008).
Entre la diversidad de tipos y formas de tareas — introduccidon, consolidacion, revision,
evaluacion, ejercicios involucrados, resolucion de problemas, formulacién de problemas o
investigaciones — nuestra priorizacion para pensar e innovar se dirige a tareas de introduccion
de temas — porque son los momentos en los que el profesor moviliza su conocimiento de una
manera mas accesible (Ribeiro, 2013; Arroyo; Carrillo; Monteiro, 2012; Shoenfeld, 2000) —y
se asocian con la resolucion y formulacion de problemas (o investigaciones) porque son los
contextos que llevan a los estudiantes a tener que pensar matematicamente de una manera que
nunca se ha hecho antes, o no serian problemas reales.

También se plantea un paralelismo entre la practica del profesor con los alumnos y la
practica formativa del formador, tanto en términos metodoldgicos de permitir al profesor
experimentar lo que se espera que sea capaz de proporcionar posteriormente a sus alumnos
(asumimos que el conocimiento pedagdgico no se ensefia, se experimenta) como en términos
matematicos, porque el profesor tiene que empezar a entender las matematicas y a pensar
matematicamente para que sea posible. Posteriormente, proponer tareas y realizar discusiones
que permitan el desarrollo de las formas de pensar matematicamente de los estudiantes, y esto
requiere hacer las cosas de manera diferente a lo que se ha hecho, o no seria necesario enfocarse
en la formacion. Con el fin de desarrollar una formacion especializada de profesores
especializados, consideramos las denominadas Tareas de Formacion — TpF (Ribeiro; Almeida;
Mellone, 2021) como recurso pedagogico especializado y especializado, en vista de la forma

en que asumimos nuestro rol como docentes, el rol de estudiantes y el rol de formadores. Cada
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TpF va acompafiada de un conjunto de otros tres documentos (que, en conjunto, constituyen las
Tareas Formativas) que sustentan y apoyan la formacion especializada que persigue los
objetivos de desarrollar el conocimiento especializado del profesor y la transformacion de sus
practicas matematicas en algo pedagogicamente apasionante y matematicamente innovador,
que permita a los estudiantes disfrutar del aprendizaje. Porque entienden lo que hacen y por
qué lo hacen, en cada momento y con conexiones futuras. Este enfoque prioritario de la
formacion en el conocimiento especializado del docente considera que este conocimiento es,
entre los factores controlables, el que mas impacta en el aprendizaje y los resultados de los
estudiantes (Baumert et al., 2010; Grossman, 2010; Nye; Konstantopoulos; Hedges, 2004).

Entre la panoplia de formas de considerar el conocimiento del docente, desde una
perspectiva que se centra en las generalidades (Ribeiro, 2018) hasta una que concibe las
especificidades, asumimos esta ultima. En este sentido, se busca romper con varios de los
supuestos instituidos e implementados atin hoy en dia en la formacion docente — generalidades,
como que basta con haber sido alumno de la etapa educativa que se va a impartir y replicar la
experiencia para poder ensefar (ausencia de discusion en la formacion inicial sobre los temas
que se tendran que ensefiar); que basta con saber hacerlo (formacion de futuros docentes y
futuros matematicos comunes) y con caracter instrumental (Lopes et al., 2022); que para
mejorar los resultados, basta con cambiar las metodologias por las mas "atractivas" (formacion
centrada en metodologias "de moda" sin discusiéon matematica) — y asumimos el conocimiento
del docente como especializado desde la perspectiva de las conceptualizaciones tedricas de la
Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge’® — MTSK (Carrillo et al., 2018) y Consulta
Interpretativa — CI (D1 Martino; Mellone; Ribeiro, 2020; Jakobsen; Ribeiro; Mellone, 2014;
Ribeiro; Mellone; Jakobsen, 2013).

Asumimos, de manera asociada, una perspectiva de innovaciéon también en términos
metodologicos de implementacion de TpF en contextos formativos y para la investigacion,
asumida de manera entrelazada. Se consideran enfoques metodologicos para la implementacion
de la TpF los ciclos formativos Individual-Colectivo-Individual — ICI (Pacelli et al., 2020) o
Grupo Pequeno-Colectivo-Grupo Pequefio — Pg-C-Pg (Jakobsen; Arroyo; Mellone, 2022;
Mellone et al., 2023), como un proceso que permite realizar la innovacioén en términos de

resultados centrandose en diferentes tipos de discusiones individuales-colectivas.

3 Elegimos usar la nomenclatura en inglés porque ya es reconocida internacionalmente y la traduccion puede llevar
a una significacion errénea, que se asocia con cada una de las dimensiones de la conceptualizacion.
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En este texto, realizamos una discusion teorica a partir de ejemplos de propuestas de
investigacion y formacion, ambas especializadas, no discutiendo el enfoque metodologico de
la investigacion que hemos desarrollado, sino centrando aqui la atencidn en las dimensiones de
la innovacion educativa que se consideran. Discutimos la innovacion en tres dimensiones: (i)
teorica (formas de entender el conocimiento del docente); (ii) recursos para la recopilacion de
informacion (Tareas de Formacion) y el desarrollo de los conocimientos especializados del
profesor (Tareas de Formacion y Tareas de Interpretacion); y (iii) enfoque metodologico para
la implementacion de las Tareas de Capacitacion y la conceptualizacion de las Tareas de
Capacitacion para maximizar la calidad de las discusiones y la sostenibilidad del desarrollo del
conocimiento especializado del docente. Para esta discusion, traemos un ejemplo de una Tarea
Formativa y el TpF asociado con la transformacion isométrica de rotacion. Este ejemplo sirve
como una entidad que genera discusion y promueve la comprension, pues la experiencia
demuestra que toda innovacion requiere romper con las cadenas que nos restringen (Ribeiro,
2013) y hacer lo que aun no se ha hecho y, al presentar ejemplos concretos que nos permitan
sostener las discusiones, se espera que pueda llevar al lector a, a partir de esta especificacion,

para llegar a una generalizacion de las ideas presentadas.

Algunas discusiones tedricas

Los estudiantes tienen dificultades con varios temas matematicos (Clements; Sarama,
2020; Kieren, 1976; Ma, 1999) y, de manera mas general, dificultades para pensar y pensar
matematicamente. Entre los temas en los que revelan mayores dificultades se encuentra la
Geometria y, dentro de esta, las transformaciones geométricas isométricas asumen un lugar
destacado, no solo por las dificultades (véase, por ejemplo, Bairral; Silva, 2010; Gaspar;
Cabrita, 2014; Kiichemann, 1981), sino por las conexiones que pueden (y deben) establecerse
con otros temas y topicos matematicos y extramatematicos, con el fin de potenciar el desarrollo
de este Pensamiento Matematico en términos de comprension de la estructura matematica y de
los elementos que sustentan la demostracion y la generalizacion.

La rotacion es una de las tres transformaciones geométricas isométricas (las otras son la
reflexion y la traslacion) y, al ser isométrica, conserva las distancias (Lima, 1992) y la amplitud
angular, lo que conduce a la congruencia entre la figura original y la imagen transformada.
Entre las transformaciones isométricas, se considera la mas dificil de entender para los

estudiantes (Gomes, 2012; Moyer, 1978), especialmente cuando el centro de rotacion es externo
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a la figura (Gaspar; Cabrita, 2014; Kiichemann, 1981); sin embargo, su comprension es esencial
para el desarrollo del pensamiento geométrico, incluyendo la imaginacion intuitiva (Jones,
2020), la percepcion visual y el razonamiento espacial (Gomes, 2012), lo que contribuye a que
los estudiantes interpreten el mundo que los rodea.

Cuando pensamos en las formas en que los estudiantes aprenden, entendemos que estos
aprendizajes ocurren asociados a tareas para los estudiantes, que pueden ser entendidas de
diferentes maneras, de acuerdo con los diferentes tipos de tareas (Ponte, 2005): abiertas,
cerradas, problemas, investigaciones. En relacion con los problemas (y las investigaciones,
como problemas mas amplios), podemos considerar un marco de cuatro pasos para su
resolucion (Polya, 1975). Es fundamental que este tipo de tareas y pasos de resolucion de
problemas sean discutidos en la formacion docente para que puedan convertirse en algo natural
en las practicas docentes y, aun hoy, casi 50 afios después de los estudios de Polya, esta idea de
practica sostenida de resolucion de problemas puede entenderse como una innovacion. incluso
ante las dificultades de los estudiantes para resolver problemas en diferentes temas matematicos
(Francioli; Silva, 2021).

Mientras que la practica matematica del profesor se basa en la implementacion y
discusion de tareas matematicas (véase, por ejemplo, Mason y Johnston-Wilder, 2006; Ribeiro,
Mellone y Jakobsen, 2016) y la necesidad de que los docentes tengan el mismo tipo de
experiencias que se espera que puedan brindar a sus estudiantes, es fundamental que la
formacion docente se desarrolle en el mismo espacio de practicas que se espera implementar
con los estudiantes (Ribeiro; Carrillo, Monteiro, 2012) y, por lo tanto, que se apoye en la
preparacion, implementacion y discusion de tareas que contribuyan al desarrollo de las
especificidades del conocimiento del docente para su practica profesional. Por lo tanto, es
fundamental que la formacion del profesorado permita crear puentes que reduzcan la distancia
entre las matematicas que los profesores han aprendido y las matematicas que se espera que
sean capaces de ensefiar a sus alumnos (Zaslavsky; Leikin, 2004). Estas tareas y las
oportunidades asociadas deben considerar un enfoque en los procesos matematicos (Biza et al.,
2015) para permitir que los docentes transformen sus conocimientos matematicos en practicas
matematicas orientadas pedagogicamente (Wasserman ef al., 2022).

En este sentido, es fundamental contar con un conjunto de enfoques innovadores que
consideren un enfoque en los temas de gestion matematica en el aula, posibilitando discusiones
en un contexto formativo para acercarse a un escenario auténtico de ensenanza y aprendizaje

esperado, persiguiendo el objetivo de asegurar que se priorice el aprendizaje matematico de los
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estudiantes y no el contenido matematico en si (Mitchell; Marin, 2015) o cuestiones
pedagogicas generales no relacionadas con el aprendizaje (Ribeiro, 2018). Teniendo en cuenta
la centralidad de las tareas en el aprendizaje matematico de los estudiantes, la formacion
docente también debe asumir esta centralidad y considerar las especificidades de la "practica
profesional" de cada uno de los involucrados (estudiantes y profesores) y las especificidades
del conocimiento profesional del profesor para esta practica matematica de capacitar a los
estudiantes para comprender las matematicas.

Estas especificidades de la practica docente han sido entendidas desde una perspectiva
que asume la centralidad del conocimiento pedagdgico general — sin ninguna referencia a los
contenidos abordados (ver Shulman, 1986, 1987) — y que puede entenderse como una forma de
diferenciar el "grupo docente" de todos los demas "grupos profesionales", pero permanecer en
estas generalidades hace poco o nada para pensar en las especificidades de la practica del
profesor de matematicas en relacion con otros profesores de matematicas. otras areas de
conocimiento (Ribeiro, 2018). Para dirigir la atenciéon a estas especificidades, es esencial
considerar qué hace que la practica profesional de los profesores de matematicas sea unica. Esta
singularidad estd asociada a sus conocimientos profesionales para la ensefianza de las
matematicas y al hecho de que estos conocimientos se consideran Uinicos y especificos de este
desempetio profesional — algunas de las perspectivas tedricas que asumen esta idea son, por
ejemplo, la Mathematical Knowledge for Teaching — MKT (Ball; Thames; Phelps, 2008), o
Knowledge Quartet — KQ (Rowland et al., 2009), el Mathematics for Teaching — MfT (Davis;
Simmt, 2006), o Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge — MTSK (Carrillo et al., 2018)
y Conocimiento Interpretativo — IC (Jakobsen; Arroyo; Mellone, 2014). En el ambito de este
trabajo, asumimos las conceptualizaciones Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge y el
Conocimiento Interpretativo, que se basan en el principio de que el conocimiento del profesor
esta especializado en el dominio matematico y pedagogico.

El MTSK es una conceptualizacion del conocimiento del profesor de matematicas y
permite (busca) caracterizar en detalle las especificidades del contenido de este conocimiento
considerando dos dominios: Mathematical Knowledge (MK) y Pedagogical Content
Knowledge (PCK). Discutiremos aqui solo el contenido de MK*, que se subdivide en tres

subdominios: Knowledge of Topics (KoT), Knowledge of the Structure of Mathematics (KSM)

4 Para mas informacién sobre el contenido del PCK en esta conceptualizacion, véase, por ejemplo, Ribeiro y
Almeida (2022) y Ribeiro, Alves y Gibim (2023) quienes también ilustran una perspectiva innovadora en cuanto
a la forma y el enfoque de la discusion del didlogo de investigacion y las propuestas para los docentes.
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y Knowledge of Practices in Mathematics (KPM). Para dar ejemplos del contenido de estos
conocimientos, optamos por centrarnos en la rotacion, ya que es un tema problemadtico en
aspectos relacionados con la ensefanza y el aprendizaje (véase, por ejemplo, Gaspar y Cabrita,
2014 o Kiichemann, 1981).

El KoT corresponde a los conocimientos matematicos del docente relacionados con los
temas matematicos a ensefar, incluyendo los conocimientos procedimentales y conceptuales,
asi como las proposiciones, ejemplos, conexiones intraconceptuales, féormulas y algoritmos, en
consecuencia, de sus demostraciones y los significados que se asocian al conocimiento de la
fenomenologia de cada tema (Lifian; Contreras; Barrera, 2016). Se consideran cuatro categorias
de conocimientos: (i) procedimientos; (ii) definiciones, propiedades y fundamentos; (iii)
registros de representacion; (iv) fenomenologia y aplicaciones.

(1) procedimientos, se refieren al conjunto de acciones secuenciales que se llevan a cabo
para obtener una respuesta a un problema determinado, que puede ser a través de algoritmos
(convencionales o alternativos) o utilizando otras estrategias. En el contexto de la rotacion, por
ejemplo, se relaciona con saber que, para identificar el centro de rotacion de una figura ya
transformada, es necesario trazar la mediadora entre un punto de la figura original y su
contraparte en la imagen, repitiendo este procedimiento (al menos) dos veces, para obtener el
punto de interseccion de las mediadoras trazadas, que corresponde al centro de rotacion.

(i1) las definiciones contemplan el conocimiento sobre el conjunto minimo de
propiedades del tema que permiten identificarlo de manera univoca (Lifian; Contreras; Barrera,

2016). Implica saber que una posible definicion de rotacion es:

Sea O un punto tomado en el plano I y un angulo de vérticea = AOB O.
Angulo de rotacion alrededor del puntoa O es la funcion Po,: 11 = 11 Se
define de la siguiente manera: pp ,(0) = O y, para cada punto X # O en I,
Po«(X) = X' es el punto del plano IT tal que

d(X,0) =d(X',0),X0X' = a
y el "sentido de rotacion" de A hasta B es el mismo que el de X a X' (Lima,
1996, p. 21-22, nuestra traduccion).

Al considerar las (ii) propiedades, se asume que el conocimiento del profesor estd
asociado con el conocimiento del conjunto de todos los atributos matematicos que son comunes
al tema. Incluye saber que la composicion de dos rotaciones del mismo centro de rotacion es
conmutativa, al igual que la composicion de dos rotaciones de diferentes centros no es

conmutativa (Breda et al., 2011).
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(i1) los fundamentos se relacionan con el conocimiento sobre el conjunto de atributos
matematicos que "sustentan" el tema y conectan conceptos (Camacho; Guerrero, 2019). En
cuanto a la rotacion, se refiere a saber que sus cimientos son la figura original, el centro y el
angulo de rotacion (amplitud y direccion).

En (iii) los registros de representacion incluyen conocer las diferentes formas de
representar un tema, concepto, proceso o procedimiento (Lifian; Contreras; Barrera, 2016), que
puede ser aritmética, concreta, grafica, pictérica, que involucra lenguaje verbal o simbodlico
(Duval, 1996). Implica saber que la rotacion de un tridngulo con vértices X, Y y Z con centro
de rotacion en O desde un angulo de 60° en sentido contrario a las agujas del reloj se puede
representar algebraicamente mediante R, [(X,Y,Z),90°].

(iv) la fenomenologia y sus aplicaciones se relaciona con el conocimiento de los
conceptos asociados a un tema determinado y los diferentes fendmenos que lo involucran, asi
como el significado de cada una de las posibles manifestaciones e interpretaciones de estos
fenomenos, segliin los diferentes contextos en los que se ensefian (Lifan; Contreras; Barrera,
2016). Como ejemplo de conocimiento relacionado con la fenomenologia de la rotacion, la
rotacion es una transformacion geométrica isométrica en la que se lleva a cabo una
transformacion (fendmeno) en la figura.

El subdominio KSM se refiere al conocimiento de las diferentes conexiones entre temas
matematicos (Carrillo ef al., 2018), considerando los aspectos temporales de la secuenciacién
matematica: (i) conexiones de complejizacion y (ii) conexiones de simplificacion; y los
aspectos de cada tema: (iii) conexiones transversales y (iv) conexiones auxiliares (Montes;
Climent, 2016).

Las conexiones (i) de la complejizacion involucran el conocimiento que permite al
docente establecer relaciones con otros temas matematicos mas avanzados de lo que requiere
el contexto escolar. En el contexto de la rotacion, se refiere a conocer la conexion de
complejizacion entre la rotacion y el circulo trigonométrico, ya que, al rotar el tridngulo
rectangulo en el circulo trigonométrico, es posible reducir las relaciones trigonométricas del
3er cuadrante al ler cuadrante.

(i1) las conexiones de simplificacion se refieren al conocimiento que permite al docente
incluir en la discusion un tema o concepto que es mas simple que lo requerido por el contexto

escolar. Implica conocer la conexion entre rotacion y angulo, en el que rotar una figura desde

. . . 1 .
un angulo de 90° equivale a una rotacion de " De vuelta a la imagen.
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En cuanto a (iii) las conexiones transversales, estas se relacionan con el conocimiento
de la naturaleza de algunos conceptos, que emergen al abordar diferentes conceptos a lo largo
de la matematica escolar. Como ejemplo de conexidn transversal entre rotacidon y simetria, la
imagen obtenida después de la transformacion es simétrica, ya que la simetria es un concepto
transversal a las transformaciones geométricas isométricas.

En cuanto a (iv) conexiones auxiliares, se refieren a conexiones matematicas que
involucran diferentes temas, que no son el foco de la discusion, agregando un elemento para
contribuir y sustentar la discusiéon matematica. A modo de ejemplo, la conexion auxiliar entre
la rotacion y la ubicacion de los puntos implica saber que, para realizar la rotacion, es necesario
identificar el centro de rotacion, que es un punto que se puede ubicar en el plano cartesiano.

El KPM se refiere al conocimiento de la practica de producir matematicas, su
funcionamiento y no como ensefiarlas, involucrando la clasificacion y planificacion, las formas
de validacion y demostracion, el papel de los simbolos, el lenguaje formal y las condiciones
necesarias y suficientes para generar definiciones (Carrillo et al., 2018). Incluye el
conocimiento del uso y funcionamiento de ejemplos y contraejemplos (Flores-Medrano, 2016)
y de como demostrar, justificar, hacer deducciones e inducciones (Carrillo et al., 2018). En el
contexto de la rotacion, se refiere a saber que un contraejemplo de rotacion es la reflexion axial,
porque la reflexion axial se realiza con respecto a una linea llamada eje de reflexion y no segun
un angulo. Por lo tanto, los procedimientos utilizados para realizar la reflexion son diferentes
de los procedimientos utilizados para realizar la rotacion.

Este conocimiento matematico sustenta la practica profesional del profesor de
matematicas que busca capacitar a los estudiantes para comprender qué hacen y por qué lo
hacen en cada momento y, en la perspectiva que asumimos, esto requiere considerar como punto
de partida qué y como saben los estudiantes sobre cada uno de los temas matematicos que tienen
el derecho y el deber de conocer y comprender. El conocimiento matematico especializado para
esta practica interpretativa se denomina Conocimiento Interpretativo — IC (Ribeiro; Mellone;
Jakobsen, 2013; Di Martino; Mellone; Ribeiro, 2020; Mellone et al., 2020).

La importancia de asumir como punto de partida qué y como saben los estudiantes como
premisa del CI es esencial para una discusion ética efectiva en el aula (Mellone et al., 2023), lo
cual es uno de los retos en el &mbito de la Educacion Matematica (Radford, 2021), e implica
asociar las discusiones matematicas con oportunidades de inclusion, compromiso y respeto,
desde la misma perspectiva de la ética comunitaria (Radford, 2021), por un enfoque pedagogico

dirigido a la comprension de las matematicas.
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De acuerdo con la Enciclopedia Springer Nature, Conocimiento Interpretativo:

Se refiere al conocimiento matematico amplio y profundo que permite a los
docentes apoyar a los estudiantes en el desarrollo de sus propios
conocimientos matematicos basados en sus propios razonamientos y
producciones, independientemente de si son no estandar o incorrectos. E1 CI
complementa el conocimiento de los estudiantes de los errores o estrategias
tipicas con el conocimiento de los posibles origenes de los errores tipicos y
atipicos y el conocimiento del uso de los errores como fuente efectiva de
aprendizaje (Di Martino; Mellone; Ribeiro, 2020, p. 426, nuestra traduccion).

El CI permite al docente comprender las matematicas que sustentan el razonamiento y
las formas de pensar de los estudiantes presentes en sus producciones, con el fin de explorar los
errores, entendidos como oportunidades de aprendizaje (Borasi, 1987) y realizar orientaciones
a partir del significado asignado. En este conocimiento, que sustenta la practica matematica
interpretativa, se consideran dos nociones centrales: espacio, solucion y feedback.

El espacio de solucion se refiere al conjunto de multiples formas y representaciones que
cada individuo concibe cuando se le pide que resuelva un problema, incluso si ese problema
tiene una Unica solucion (Jakobsen; Arroyo; Mellone, 2014). Es fundamental que el profesor
conozca varias formas de proceder para resolver un problema para que, ante la produccion de
un alumno diferente a la suya, no tenga dificultades para interpretarla y no la considere
incorrecta por el hecho de ser diferente a la suya, por lo que es necesario que tengamos un
espacio de solucién con multiplicidad de elementos.

Después de comprender e interpretar la produccion, el profesor debe proponer una
orientacion al alumno, que se configura como feedback, una forma de comunicacion e
interaccion entre profesor y alumno (véase, por ejemplo, Black y William, 1998 o Hattie y
Timperley, 2007). Existen diferentes tipos de feedback y, cuando el docente pretende explorar
el razonamiento matematico presente en la produccion (Santos; Pinto, 2009), proponiendo
lineamientos claros que incentiven a los estudiantes a revisar su produccidn, repensar las
estrategias utilizadas y desarrollar su comprension matematica, es un feedback constructiva (Di
Martino et al., 2017). Otros tipos de feedback (Galleguillos; Ribeiro, 2019) son: (i) feedback
sobre como resolver el problema: pautas instructivas sobre los procedimientos a seguir para
resolver un problema especifico; (i) retroalimentacion confusa: aunque correcta, es
incomprensible para el estudiante debido a la complejidad de las pautas; (ii1) contragjemplo
como feedback: contiene un ejemplo explicativo de por qué la resolucion del estudiante es
incorrecta; (iv) feedback superficial : orientacion insuficiente o inconsistente, que no ayuda al

estudiante a comprender sus errores.
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Las categorias (i) y (ii) se asocian a una practica instructiva, explicando al alumno cémo
proceder, que no requiere que el profesor atribuya sentido al pensamiento matematico de los
alumnos, imponiendo su forma de hacer. Las categorias (iii) y (iv) se asocian a practicas
evaluativas y se centran en explicar por qué la produccion de los estudiantes contiene errores,
pero exigen del docente una correcta interpretacion de la produccion, requiriendo
conocimientos matematicos que permitan al docente abordar un problema de diferentes
maneras e implica que conozca varios ejemplos para que pueda explicar por qué algunas formas
de proceder son incorrectas.

En el contexto de la rotacion, considerando una tarea en la que se solicita identificar
algln punto que permanece fijo, cuando se realiza el movimiento (rotacion) y la produccion de
un estudiante que expresa "no tiene puntos fijos" (Silva; Ribeiro, 2023), Un ejemplo de
feedback evaluativo implica que el profesor solo evalte la produccion como incorrecta, porque
no identificd el punto fijo que es el centro de rotacion e indicé el punto correcto en la
produccion. Un feedback constructivo tiene que considerar la identificacion del centro de
rotacion, proponiendo, por ejemplo, al estudiante, una orientacion para trazar algo de mediatria
entre algunos puntos de la figura y sus contrapartes en la imagen, con el fin de que revise su
produccion e identifique el centro de rotacion, encontrando esta orientacion asociada a
preguntas sobre qué sucede con todas las mediatrices y si se cruzan, permitiendo asi al
estudiante percibir que se cruzan en un Unico punto comun, que es el centro de rotacion.

Este feedback esta asociada, y condicionada por, el nivel de conocimientos que posee el
docente y sobre el cual, en el CI, se definen tres niveles (Mellone et al., 2017): (1) interpretacion
evaluativa; (i1) interpretacion para la practica docente; (iii) la interpretacion como investigacion.

(1) la interpretacion evaluativa se asocia al nivel mas bajo de CI que lleva al docente a
establecer una correspondencia entre su produccion y la del alumno, considerando solo como
correcta su forma de proceder y cualquier produccion que difiera de la suya es evaluada como
incorrecta. (ii) la interpretacion para la practica docente se basa en un nivel intermedio de Cl y
corresponde al docente considerar lo que se expresa en la produccion del estudiante, con el fin
de planificar las proximas discusiones a proponer y alcanzar los objetivos del aprendizaje
matematico; Por lo tanto, toma como punto de partida qué y como los estudiantes revelan que
saben. Considerando un nivel superior de CI, tenemos (iii) la interpretacion como investigacion
que se refiere a que el profesor revisa su propia formalizacion matematica, haciendo de la
produccion del estudiante una fuente de investigacion, aunque estas producciones parezcan

diferentes a lo que tradicionalmente se ensefa en las escuelas, ya que, en esta practica
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interpretativa, el profesor puede discutir con colegas la produccion del estudiante y, También
es necesario investigar otras formas de proceder, lo que permite conocer otras formas de hacer
matematicas y resolver un problema determinado, lo que resulta en la ampliacion de su espacio
de solucion.

Para proponer una retroalimentacion constructiva, se requiere un alto nivel de CI por
parte del profesor, y el desarrollo de los conocimientos especializados del profesor requiere
contextos formativos (Ribeiro; Mellone; Jakobsen, 2013) en el que se implementan y discuten
las Tareas de Capacitacion (Ribeiro; Almeida; Mellone, 2021).

Existen diferentes perspectivas sobre la Tarea para los docentes, como las Tareas de
Aprendizaje Profesional (Smith, 2001; Arroyo; Ponte, 2020) o tareas formativas (Martin et al.,
2023). Dado que nuestro foco estd en el desarrollo del conocimiento del docente y no en su
aprendizaje, las tareas son entendidas como un recurso especializado para la practica
profesional, de ahi las llamadas Tareas para la Formacion — TpF (Ribeiro; Almeida; Mellone,
2021) son especificas para el desarrollo de este conocimiento especializado del docente.

Los TpF forman parte de un conjunto de documentos que se elaboran para apoyar la
formacion a realizar y que corresponde, en la conceptualizacion desarrollada en el grupo
CIEspMat’, a la denominada Tarea de Formacion (Ribeiro; Almeida; Mellone, 2021) que se
compone de cuatro documentos: (1) Tarea de Capacitacion; (ii) documento con las cinco
dimensiones centrales para la implementacion de la tarea en el aula; (ii1) documento del profesor
y (iv) documento del formador.

(1) Tarea de Formacion: tarea que se asignara a los docentes en contextos de formacion
y se conceptualizard para acceder y desarrollar los Conocimientos Interpretativos y
Especializados de los alumnos. Para su conceptualizacion, se consideran los resultados de
investigaciones mas recientes y los resultados de pruebas nacionales e internacionales, que
identifican los temas matematicos mds problematicos para los estudiantes (y por lo tanto
también para los profesores) — en los que, por ejemplo, la resolucion y formulacién de
problemas no son temas, sino considerados contextos de y para la discusion de temas
matematicos, y estd estructurado en dos o tres partes. Todas las Partes estan asociadas a los
objetivos de acceso y desarrollo del conocimiento del docente, y este acceso se relaciona con

el enfoque pedagdgico especializado de la implementacion y con la investigacion que siempre

> CIEspMat es un grupo de Investigacién y Formacion que desarrolla trabajos centrados en el desarrollo del
Conocimiento Interpretativo y Especializado del maestro y futuro docente de y que ensefia matematicas — desde
Educacion Infantil hasta Bachillerato. Disponible en: www.ciespmat.com.br. Accedido: 10 dic. 2023.
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se lleva a cabo en contextos de formacion, considerando la investigacion y la formacion de
manera entrelazada. La Parte Preliminar se enfoca en alguna dimension del conocimiento
matematico o pedagdgico y busca establecer un punto de partida para las discusiones a realizar:
qué y como sabe el docente sobre el tema, qué ya hace en su practica matematica y como lo
hace. La Parte I se estructura a partir de una tarea para el estudiante que se espera que sea
implementada por el profesor en su practica, pero también incluye un conjunto de cuestiones
que emergen de los problemas identificados en la literatura sobre el conocimiento del profesor
y que se formulan alineados con el contenido de ciertos subdominios del MTSK con el fin de
centrar las discusiones.

Es importante senalar que se trata de una opcion formativa que permite dirigir el foco
de atencion principalmente a las especificidades de la practica matematica y al conocimiento
especializado que sustenta esta practica, y que, a pesar de este enfoque direccional, la
implementacion de TpF posibilita que los docentes mantengan discusiones que involucren
todos los subdominios de su conocimiento especializado.

Cuando el TpF contiene una Parte II, tiene como objetivo desarrollar el Conocimiento
Interpretativo y se denomina Tarea Interpretativa — TI (Mellone ef al., 2020). En esta Parte II,
se incluyen algunos contextos de producciones de estudiantes o docentes (escritos, video,
discusiones en el aula, discusiones en contextos formativos) elegidos por ser matematicamente
potentes para el desarrollo del CI y por atribuir significado a las formas de pensar que sustentan
estas producciones y la propuesta de feedback constructiva.

(i1) documento con las cinco dimensiones: conjunto de indicaciones centrales para que
el docente implemente, discuta y logre los objetivos de aprendizaje matematico de la tarea para
el estudiante (e.g., Ribeiro y Torrezan, 2022 o Silva y Ribeiro, 2023): (1) Objetivo de
aprendizaje matematico que se persigue con la tarea; (2) Recursos necesarios y forma(s) del
trabajo de los estudiantes; (3) Capacidad de la Base Curricular Comtin Nacional (Brasil, 2018)
asociada a la tarea; (4) Posibles dificultades de los estudiantes; (5) Comentarios sobre la
implementacion y las discusiones matematicas asociadas.

(ii1) documento del docente: engloba todos los elementos centrales del conocimiento
matematico especializado del tema, considerando la conceptualizacion del MTSK, abordado en
el TpF, que pretende ser desarrollado en los docentes participantes de la capacitacion.

(iv) documento del formador: contiene un conjunto de directrices para que el formador
pueda implementar el TPF, minimizando las desviaciones de los objetivos formativos que se

asocian a su conceptualizacion, considerando la intencionalidad de la investigacion asociada.
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Contiene, por tanto, los objetivos formativos y de investigacion, asi como un conjunto de
indicaciones relativas a las especificidades de la formacion que se pretende llevar a cabo,
detallando los objetivos de cada pregunta de TpF y los Conocimientos Especializados e
Interpretativos que se espera desarrollar, asi como indicaciones pedagogicas especificas para
su implementacion que se asocian a posibilidades de replicabilidad en contextos de practica con
estudiantes — o de juego con nifios en Educacion Infantil. También incluye ejemplos de
preguntas y posibles respuestas de los conocimientos implicados y requeridos, asi como de las
discusiones que se llevaran a cabo en cada etapa®.

Esta triada central para la innovacidén que consideramos en la investigacion, la practica
y la formacion estd compuesta por estos dos bloques previos de Conocimiento (formas de
entender el conocimiento del docente y sus especificidades para la practica, la formacion y la
investigacion) y los recursos para la practica, formacion y recopilacion de informacion para la
investigacion, solo se completa con un enfoque pedagogico de implementacidén y metodologia
que maximice y potencie la calidad de las discusiones. la sostenibilidad del desarrollo del
conocimiento especializado del docente y de la investigacion asociada.

Este enfoque pedagogico y metodoldgico especializado que hemos desarrollado y que
impacta en el foco de discusion que se considera, asume dos tipos de estructura replicable: Ciclo
Individual-Colectivo-Individual — ICI (Pacelli ef al., 2020) o Ciclo Grupo Pequenio-Colectivo-
Grupo Pequefio — Pg-C-Pg (Jakobsen; Arroyo; Mellone, 2022; Mellone et al., 2023). La
diferencia entre estas estructuras estd en la forma de trabajar para resolver el TpF, pues en el
Ciclo ICI los docentes resuelven una parte del TpF de manera individual, posteriormente hay
una discusion colectiva en un grupo grande que busca sintetizar las formas de pensar que
surgieron individualmente y en el que cada uno se hace responsable del conocimiento
desarrollado en este contexto y, posteriormente, después de aproximadamente un mes, los
participantes deben enviar sus respuestas "revisadas y mejoradas" al mismo TPF para que se
puedan identificar algunos elementos que aun deben profundizarse y se pueda realizar un
analisis de los conocimientos desarrollados.

Una adaptacion a este enfoque considera el hecho de que la resolucion individual de la
TpF no necesariamente potencia el desarrollo de un Conocimiento Interpretativo amplio y
profundo (Jakobsen; Arroyo; Mellone, 2022). Asi, en el Ciclo Pg-C-Pg, los docentes se
organizan en grupos (idealmente cuatro participantes) para discutir, reflexionar y resolver el

TpF y los dos momentos posteriores siguen la misma estructura anterior. Esta opcion también

¢ Para algunos ejemplos, véase Ribeiro, Alves y Gibim (2023) o Ribeiro y Torrezan (2022).
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se asocia a la necesidad de que los docentes puedan experimentar el trabajo en grupo en primera
persona para que puedan llevar a cabo el mismo tipo de discusidén con sus alumnos en sus

practicas.

Un ejemplo de una Tarea de Entrenamiento (Interpretativa) asociada a innovaciones

Las Tareas Formativas pueden tener diferentes estructuras y aqui centramos nuestra
atencion en las Tareas Interpretativas (TI) que buscan desarrollar mas especificamente el
Conocimiento Interpretativo de los (futuros) docentes. Este ejemplo pretende ilustrar la
conceptualizacion del recurso para la formacion y un instrumento para la recoleccion de
informacion de investigacion, y para ello se presenta una TI en el ambito de la rotacion vy,
posteriormente, se hace una discusion de las razones que llevan a la inclusion de las preguntas
y producciones de los estudiantes — considerando las tres dimensiones de la innovacion: teorica,

de recursos, implementacion.

Figura 1 — Tarea interpretativa en el ambito de la rotacion

Parte Preliminar

1. Imagina que estas en la calle y alguien te pregunta: En un contexto matematico, ;qué es la
rotacion? ;Qué le diria? (No olvide que estamos en la calle y, por lo tanto, no tenemos la
intencion de ensefiar a esta persona).

2. El profesor Mario tiene la intencion de discutir con sus alumnos de 7° grado la definicion
matematica de rotacion. Encontrd algunas definiciones y las llevarda a discutir en una
capacitacion bajo la responsabilidad de CIEspMat, ya que necesita ayuda para saber cual es
la definicion y cual serd mas apropiada para discutir con sus estudiantes.

Ayude al profesor Mario a elegir la(s) definicion(es) mas apropiada(s) que se presenta a
continuacion y justifique por qué son definiciones, o no, indicando qué cambios habria que
hacer para que se conviertan en definiciones.

Definiciones de rotacion encontradas por el profesor Mario:

(A) En una rotacion, cada figura gira en relacion con un punto llamado centro de rotacion. Las
figuras original y girada tienen las mismas medidas, y los elementos de la figura original y
girada estan a la misma distancia del centro de rotacion.

(B) La simetria de rotacion se produce cuando una figura plana se gira alrededor de un punto,
seglin un angulo (con medicion de apertura entre 0° y 360°), en una direccion determinada
(en el sentido de las agujas del reloj o en el sentido contrario a las agujas del reloj). Con esto,
siempre conseguimos una figura plana que mantiene la misma forma y tamafio que la figura
original.
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Parte I

Tarea: Cartas rotadas’

(Siempre debes explicar tu razonamiento describiendo el proceso que utilizas para responder a la
pregunta. Puedes hacerlo usando esquemas, palabras, célculos, ...)

IEIN

Situacion 2

a) Registra lo que te llam6 la atencién mientras mirabas las tarjetas de cada una de las
situaciones.

b) Enla Situacién 1, ;puedes identificar qué movimiento se hizo para construir toda la tarjeta
a partir de una de sus partes? Justificar.

¢) En la situacion 2:
1) ¢Puedes identificar qué movimiento se hizo para obtener la nueva tarjeta? Si es asi,

describelo. Si no es asi, justifique.

ii) Explicar los tramites que se pueden realizar para obtener la nueva imagen.

d) En cada situacion, ;puedes identificar un punto que permanezca fijo cuando se realiza el
movimiento? Justificar.

1. Considere la tarea anterior:
(i) Resuelva la tarea por su cuenta, sin pensar en un contexto de ensefianza.
(i1) (Cuales crees que seran las mayores dificultades matematicas para que los estudiantes
resuelvan esta tarea? Justifica tu respuesta.
(iii) ¢(Qué necesitan saber los estudiantes para realizar esta tarea? Justifica tu respuesta.

Parte II

1. Después de implementar esta tarea con sus alumnos de 7° grado D, el profesor Mario obtuvo
algunas respuestas y también decidio llevarlas a discutir en la capacitacion del CIEspMat. Ver
las producciones de las alumnas Aline y Camila respecto a las preguntas c) y d) de la tarea para
el alumno:

" Adaptado de Paques y Oliveira (2012).
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La produccion de Aline para la pregunta c).

Produccion de Camila para La pregunta c).

La produccion de Aline para la pregunta d).

Produccion de Camila para La pregunta d).

a) Para cada una de las producciones, indique si las considera matematicamente correctas
(adecuadas) o no, justificando el razonamiento matematico evidenciado.

b) Para cada uno de los estudiantes, proporcionar feedback constructivo (mas que decir si es
correcta o incorrecta al profesor, es necesario atribuir significado a las resoluciones de los
estudiantes para luego ayudar en el desarrollo de sus conocimientos matematicos).

Fuente: Elaboracion propia

En la Parte Preliminar se incluyen dos preguntas orientadas a acceder y desarrollar los
contenidos KoT del profesor. En la pregunta 1, el objetivo es acceder (y desarrollar a través de
discusiones posteriores) el conocimiento del docente asociado a la fenomenologia de la rotacion
tematica — situar la pregunta en un contexto "tipicamente no educativo" pretende sacar al
docente de un contexto de "explicar como lo haria en el aula", ya que la intencion es acceder a
sus conocimientos matematicos especializados y no a sus enfoques pedagogicos.

En la pregunta 2, la atencion se centra en el conocimiento del profesor asociado a lo que
supone que es una definicion matematica (Zazkis; Leikin, 2008) — mateméaticamente valido —y
eso es comprensible para sus estudiantes. También se busca promover una reflexion critica
sobre las "pseudo definiciones" que se encuentran en muchos materiales pedagédgicos (aqui
libros de texto) y sobre la necesidad de conocimientos que permitan mejorar estas propuestas
pedagdgicas para la discusion en el aula, ademas, a través de la discusion de este tema, saber

que existen diferentes definiciones matematicas para una misma entidad matematica. Esta
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inclusion considera la necesidad de tener en cuenta que los estudiantes tienen dificultades en la
interpretacion y uso de las definiciones (Mariotti; Fischbein, 1997; Zazkis; Leikin, 2008), y es
fundamental que el docente elija definiciones que sean didacticamente adecuadas al grupo
etario de los estudiantes y al contexto de ensefianza, teniendo como punto de partida
definiciones que contemplen lo que los estudiantes ya saben.

En la Parte I, una tarea para estudiantes de 7° grado (12 o 13 afios) se incluye dentro de
un rectangulo, de acuerdo con los documentos oficiales del curriculo brasilefio (Brasil, 2018) y
tres preguntas para los docentes. Esta tarea para los estudiantes persigue el objetivo del
aprendizaje matematico (parte de las cinco dimensiones): desarrollar la comprension de los
estudiantes sobre la rotacion de transformacion geométrica isométrica, en lo que respecta a la
identificacion de sus elementos constitutivos y los procedimientos realizados para realizar la
rotacion, a partir de imagenes giradas.

Cabe destacar que las tareas para los estudiantes siempre se formulan considerando las
mayores dificultades identificadas en los resultados de la investigacion. Aunque, en el contexto
de la rotacion, estas dificultades se asocian, por ejemplo, a la identificacion del centro de
rotacidn, sobre todo cuando no pertenece a la figura (Gaspar; Cabrita, 2014; Kiichemann, 1981),
en esta tarea, ya que se trata de una introduccion (Ribeiro; Almeida; Mellone, 2021) y para
tomar como punto de partida algo que los docentes conocen -tarea "propia del material
didactico"- se opto por incluir ejemplos cuyos centros de rotacion pertenezcan a la figura, ya
que el objetivo no es dificultar la tarea al alumno, sino desarrollar su comprension matematica
y sus formas de pensar matematicamente.

En las preguntas para el profesor, al pedirles que resuelvan la tarea por si mismos
(pregunta (1)) se pretende acceder a conocimientos matematicos al nivel de los conocimientos
de los alumnos (resolver la misma tarea que se espera que resuelvan los alumnos). En este caso
concreto, se asocia a la correcta identificacion del movimiento realizado (a)); los
procedimientos realizados para la obtencion de la imagen mediante rotacion b) y c) - 1));
diferenciar la rotacion de las otras transformaciones isométricas (c) — (ii)); procedimientos
asociados a la rotacion y los elementos constitutivos que determinan esta transformacion d)).

Al pedir a los profesores que identifiquen las mayores dificultades matematicas de los
alumnos para resolver esta tarea (pregunta (ii)), se pretende iniciar el movimiento de los
profesores lideres para instituir el habito mental de anticipar las posibles respuestas de sus
alumnos, considerandolos para la planificacion y puesta en practica de las discusiones

matematicas. Esta anticipacion también se asocia con el enfoque que se pretende en la Parte 11
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para contribuir a identificar y atribuir significados a los errores de los estudiantes y a sus formas
de pensar matematicamente. La pregunta (iii) tiene como objetivo acceder y desarrollar el
conocimiento del profesor sobre lo que los estudiantes saben (qué y cémo saben o deberian
saber) que apoyaria el cumplimiento de la tarea (pregunta 1 — iii)). Esto incluye, por ejemplo,
conocer la nocion de angulo, asociada a la amplitud y direccion del angulo de rotacion y, en
base a esto, discutir con los estudiantes los procedimientos a realizar para medir la amplitud de
un angulo, lo que posiblemente incluiria retomar y cuestionar a los estudiantes lo que saben
sobre el uso del transportador. siempre desde una perspectiva de indagacion y no en "dar la
regla". Ademas, si los alumnos ya conocen la reflexion central, el profesor puede problematizar
la equivalencia entre la reflexion central y la rotacion de 180° (Bairral; Silva, 2010)
considerando la Situacion 1 de la tarea para el estudiante.

En la Parte II, la atencidn se centra en el conocimiento interpretativo del profesor. Con
este fin, en esta tarea, se incluyen varias producciones de los estudiantes para la Tarea del
Estudiante en la Parte [ y se le pide al profesor que interprete y asigne significado a las formas
de pensar y proceder en matematicas que sustentan estas producciones proporcionando un
feedback constructiva para cada alumno. Las preguntas buscan acceder al nivel de
Conocimiento Interpretativo y, a través de discusiones posteriores, promover un cambio en el
nivel de este conocimiento. Asociado a la implementacion de TI implementando el Ciclo Pg-
C-Pg, tenemos un breve documento que discute qué es y qué no es un feedback constructiva,
por el tipo y la naturaleza de esta feedback se asocia con los niveles de CI revelados por los
profesores. Cabe destacar que la forma en que concebimos el rol y el conocimiento del docente
(Almeida; Arroyo; Fiorentini, 2021) se relaciona con la comprension de como el propio
formador planifica e implementa sus practicas formativas (Ferreira; Behrens; Teixeira, 2019),
que puede ser generalista o dirigida a desarrollar las especificidades del conocimiento del
docente.

En esta Parte, las producciones de los estudiantes que se incluyen son de fundamental
importancia y su seleccion (o elaboracion a partir de los resultados de la investigacion) esta
asociada a las especificidades de la intencionalidad formativa que se considera. Cada uno de
ellos se incluye porque esta asociado a una discusion matematica especifica y, simultdneamente,
en conjunto, estas producciones necesitan posibilitar un cambio en el nivel de conocimiento
que demanda el desarrollo de la comprension del fendmeno de rotacion. Estas producciones de
los estudiantes, aqui centradas en los errores, se asocian a un cambio en las concepciones

relacionadas con el error (Borasi, 1987) y su uso pedagogico como punto de partida para el
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desarrollo del conocimiento de los estudiantes y el contexto se asocia con el desarrollo del
habito de desarrollar una practica matematica interpretativa basada en la atribucion de
significado a los motivos matematicos que sustentan las producciones de los estudiantes. si son
inadecuadas o contienen enfoques inesperados® para que el profesor repiense su propia
formalizacién matematica y amplie su espacio de solucion (Ribeiro, 2024), — pueda incorporar
un mayor nimero de elementos a este espacio de solucion.

Se incluy6 la produccion de Aline para la pregunta c), ya que presenta una respuesta
incompleta al movimiento realizado, expresando la rotacion solo como un desplazamiento (en
1)), sin especificar que este desplazamiento estd en relacién con un angulo, y el término
desplazamiento también puede usarse para referirse a la traslacion; considera el movimiento
como dos traslaciones (pregunta II)), lo que permite discutir la diferencia entre las
transformaciones geométricas isométricas -ademas de los nombres-, como los procedimientos
(algoritmos) involucrados y el resultado obtenido (imagen). En d) no se identifica que se realizd
un movimiento para obtener la carta completa de una de sus mitades, lo que permite traer a la
discusion la dificultad relacionada con visualizar la rotacion ya realizada y la falta de
comprension de que las transformaciones geométricas isométricas estdn asociadas a la idea de
un movimiento rigido que mantiene distancias y amplitud de dngulos, lo que implica que la
figura original y la imagen por transformacion son congruentes.

Se incluy6 la produccion de Camila para la pregunta c), ya que se asocia a una
comprension de la rotaciéon como una revolucion, pero no especifica la amplitud ni la direccion
del angulo de rotacion, que son dos elementos fundamentales para la comprension de la
rotacion. También permite una discusion asociada a los procedimientos para realizar la rotacion
y la posibilidad de su generalizacion, configurando asi la existencia de un algoritmo. En la
pregunta d), la produccion permite discutir la dificultad y el problema de identificar el centro
de rotacion como el Unico punto que permanece fijo al realizar la rotacion — en ambas
situaciones pertenece a la figura — pero es esencial discutir como identificar el centro de rotacion
determinando las mediadoras entre los puntos de la figura original y sus contrapartes en la
imagen.

Pidiéndoles a los maestros que proporcionen un feedback constructiva (pregunta b)), se
pretende situar al docente en el contexto de una practica interpretativa, animandole a proponer

un feedback constructivas (Di Martino et al., 2017; Mellone et al., 2020), yendo mas alla de

8 Por ejemplo, en Jakobsen, Ribeiro y Mellone (2014) se presentan y discuten algunas producciones inesperadas
(que no forman parte del espacio habitual de solucion de los docentes) en el contexto de los racionales.
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una perspectiva meramente evaluativa (véase, por ejemplo, Ribeiro, 2024). Esto requiere que
el profesor "escuche" efectivamente el pensamiento matematico de los alumnos, que va mucho
mas alla de una lectura directa y descripcion de lo grabado (copia) o de una "escucha sensorial",
y requiere una escucha que, de hecho, considere como punto de partida qué y coémo los alumnos
se revelan a conocer y, a partir de esta escucha activa, Proponer pautas claras y objetivas que

ayuden a los estudiantes a desarrollar su comprension matematica.

Algunos comentarios finales

Para innovar, es necesario pensar y hacer de manera diferente a lo que se ha hecho hasta
ahora, y este hacer diferente de manera innovadora indica otras posibilidades y caminos que no
se habian previsto hasta entonces, pero que son posibles e impactantes para los contextos y
objetivos asociados. En nuestro contexto, estas formas y enfoques innovadores ya revelan
resultados en investigaciones especificas previas que buscan identificar lo que sucede en un
momento dado, tomando fotos de lo que sucede en cada momento (véase, por ejemplo, Couto
y Ribeiro, 2019; Ribeiro, Jakobsen y Mellone 2022), que indican un conjunto de posibilidades
para "mirar cada marco" y comprender qué conduce al desarrollo del conocimiento y permitir
que estos motivos y enfoques se generalicen a otros temas y topicos.

Las formas de entender el conocimiento del profesor especificamente relacionadas con
su practica profesional y que permiten a los estudiantes comprender las matematicas y
desarrollar sus formas de pensar matematicamente (incluidas aqui en (i) innovaciones teoricas)
es algo que rompe con un conjunto de practicas de investigacion y formacion que asumen
primordialmente el conocimiento del profesor en el ambito de las generalidades (Shulman,
1987; Ribeiro, 2018) y focalizar la formaciéon en cuestiones de conocimientos pedagdgicos
generales sin la necesaria discusion de conocimientos matematicos especificamente
relacionados con la practica profesional del docente (Fiorentini; Crecci, 2017) que permitira
cambiar el enfoque y los objetivos de esta practica a objetivos de mediano y largo plazo.

Por otro lado, los recursos han sido foco de atencion en varias investigaciones (y
formacion) en Educacion Matematica (Grando, 2015), pero también alli el foco ha estado a
menudo en el recurso en si mismo y no en las discusiones matematicas que cada uno de estos
recursos potencia o imposibilita y sus impactos en las discusiones y el aprendizaje matematico
de los estudiantes. Al considerar las propias Tareas Formativas, que se conceptualizan en

funcion de las mayores dificultades matematicas de los estudiantes, y centrandose en las
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especificidades del conocimiento del profesor como recurso para la formacion y la propia
investigacion, esperamos que los resultados se dirijan al aprendizaje matematico y al desarrollo
del conocimiento especializado del profesor. EI TpF que se presentd ilustrd esta perspectiva de
(i1) innovacion de recursos para la formacion y recoleccion de informacion. Innovacion de
recursos para la formacion porque, aunque se considera una tarea para los estudiantes, el
objetivo de la formacion no es "cdmo implementarla con los estudiantes en el aula", sino que
la discusion prioriza el desarrollo de conocimientos matematicos especializados que permitan
discusiones matematicas de un nivel superior a las que se producirian si estos conocimientos
matematicos se limitaran al "saber hacer". La multiplicidad de formas y posibilidades de como
implementar la tarea con los estudiantes (conocimientos pedagogicos especializados) es algo
que se aborda de manera transversal y asumiendo una perspectiva de que este conocimiento
pedagdgico especializado "no se ensefia, se vive", asi como no se ensefia a pensar, sino que se
promueven formas de desarrollar este pensamiento.

Asociados a las discusiones sobre la vivencia del conocimiento pedagdgico se
encuentran enfoques de recoleccion de informacion que buscan contribuir, de manera
entrelazada, al desarrollo del conocimiento especializado de manera sostenida — asociado al
tercer tipo de innovacion (iii) el enfoque metodoldgico para la implementacion de las Tareas
para la Formacion y la conceptualizacion de las Tareas Formativas — correspondientes a los
enfoques metodologicos ICI y Pg-G-Pg. Debido a la etapa en la que se encuentra la
investigacion asociada a las Transformaciones Geométricas Isométricas y la simetria (° ejemplo
de la TpF presentada), no traemos ejemplos del impacto de estos enfoques metodologicos en la
riqueza de la informacion recolectada para acceder y discutir las especificidades del
Conocimiento Interpretativo y Especializado, pero dejamos abiertas algunas preguntas que
pueden ser el foco de investigacion que nos ayude a avanzar en el conocimiento que tenemos
sobre el tema y el conocimiento y la practica Matematicas del profesor.

Asi, algunas cuestiones emergentes que pueden abrir una agenda de investigacion con
este enfoque especializado en conocimientos, tareas y enfoques metodologicos son:

(1) (Qué conocimientos interpretativos revelan los docentes al interpretar y atribuir

significado a las producciones de los estudiantes?

% Esta investigacion ha entrado ahora en la fase de recogida de informacioén en un contexto formativo disefiado
asociado a estos tres tipos de innovacion, por lo que pronto tendremos resultados sobre la aplicabilidad e impacto
de las tres dimensiones para la investigacion y la formacion.
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(i)  ¢Qué niveles de Conocimiento Interpretativo podemos identificar a lo largo de
una capacitacion y como cambian estos niveles a lo largo del afio en relacion con las Tareas de
Capacitacion y las discusiones desarrolladas?

(ii1))  ;Cuadles son las caracteristicas de las Tareas Formativas que maximizan el

desarrollo de las especificidades de los conocimientos del docente?
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